
第１９卷第５期
２０１２年１０月

水土保持研究
Ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｏｆ　Ｓｏｉｌ　ａｎｄ　Ｗａｔｅｒ　Ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ

Ｖｏｌ．１９，Ｎｏ．５
Ｏｃｔ．，２０１２

　

　　收稿日期：２０１２－０１－０３　　　　　　　修回日期：２０１２－０３－２６
　　资助项目：国家重点基础研究发展计划资助（２０１１ＣＢ４１１９０３）；国家自然科学基金资助项目（５１１７９１５０）
　　作者简介：魏峰（１９７３—），男，陕西扶风人，讲师，博士生，从事土壤溶质运移数学模拟研究。Ｅ－ｍａｉｌ：ｗｅｉｆｘｄ＠１６３．ｃｏｍ
　　通信作者：王全九（１９６４—），男，内蒙古丰镇人，博士，教授，博士生导师，主要从事土壤物理与溶质运移研究。Ｅ－ｍａｉｌ：ｗｑｕａｎｊｉｕ＠１６３．ｃｏｍ

土壤溶质迁移的指数函数模型

魏 峰，王全九
（西安理工大学，西安７１００４８）

摘　要：边界层方法是描述土壤溶质迁移的简单方法，通过边界层距离与时间的关系可以估计溶质迁移参数。基于

边界层方法，研究了土壤溶质迁移的数学模拟及相应参数估计问题。假定土壤溶质浓度剖面为指数函数，得到了描

述溶质浓度分布的指数函数模型。各参数对边界层距离的影响分析表明，应选取较小的孔隙水流速度、短历时推求

土壤溶质迁移参数；对不同模型预测土壤溶质分布进行比较，结果表明，在短距离处指数型解与精确解的误差比其它

都要小。误差分析表明了指数函数模型的有效性和实用性。
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　　工业“三废”的排放，农业生产中化学物质（化肥、
农药等）的大量施用导致了严重的环境污染，威胁到了
人类的生命健康。许多专家学者越来越注重研究土壤
水分及土壤溶质的迁移规律，建立各种数学模型预测
和控制土壤溶质的迁移过程，并估计溶质迁移参
数［１－７］。人们对土壤溶质的迁移机理多以对流一弥散
方程（Ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ－Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　Ｅｑｕａｔｉｏｎ，ＣＤＥ）描述。而
模型中参数的确定又成为土壤溶质迁移研究的一个重

要问题。国内外学者投入大量精力，寻求土壤溶质的
迁移模式、迁移参数的确定方法［６－９］。Ｓｈａｏ等［６］和

Ｗａｎｇ等［７］在分别假定溶质浓度分布为二、三次多项式
和四、五次多项式的基础上，提出了确定ＣＤＥ方程中
参数及其近似解的边界层理论模型，研究结果表明，边
界层理论可应用于土壤溶质迁移的研究。郑纪勇等［９］

从实验的角度对边界层方法（三次边界层解）进行了研
究，认为随时间的增加，边界层方法计算的结果与精确
方法计算的结果之间的误差会逐渐增大。本文在此基
础上，假定土壤溶质浓度剖面为指数函数，得到描述溶
质浓度分布的指数函数模型。分析各参数对边界层
距离的影响以及不同模型预测土壤溶质分布情形。



１　相关理论

稳态水流条件下，均质土壤一维瞬态溶质迁移通
常由对流－弥散方程（ＣＤＥ）来描述：

Ｒｃｔ＝Ｄ
２ｃ
ｘ２
－ｖｃｘ

（１）

式中：ｃ———土壤溶质浓度；ｘ———坐标；ｔ———时间；ｖ———
平均孔隙水流速；Ｄ———弥散系数；Ｒ———延迟因子。
初始条件和边界条件为：

ｃ（ｘ，０）＝０ （２）

（－Ｄｃｘ＋ｖｃ
）│ｘ＝０＝ｖｃ０ （３）

ｃ
ｘ│ｘ＝∞＝０

（４）

式中：ｃ０———初始溶质浓度。

Ｓｈａｏ等假定土壤溶质迁移存在边界层，且土壤
溶质浓度分布可以用二次或三次幂函数表示。同时
在边界层处，土壤溶质浓度应符合下列条件：

　ｃ［ｄ（ｔ），ｔ］＝ｃ
［ｄ（ｔ），ｔ］
ｘ ＝

２ｃ［ｄ（ｔ），ｔ］
ｘ２

＝０ （５）

土壤溶质迁移符合质量守恒定律，累计输入量应
等于土壤溶质浓度剖面的积分，即：

Ｉｓ（ｔ）＝∫ｄ（ｔ）０ ｃ（ｘ，ｔ）ｄｘ （６）
对方程（１）进行从０到ｄ（ｔ）积分，并结合式（３），

（５），（６）可得

Ｉｓ（ｔ）＝∫ｄ（ｔ）０ ｃ（ｘ，ｔ）ｄｘ＝
ｖｃ０
Ｒｔ

（７）

由上述条件Ｓｈａｏ等获得了土壤溶质浓度剖面表
达式。对于二次幂函数，浓度剖面和边界层距离为：

　　　ｃ（ｘ，ｔ）＝
ｖｄ（ｔ）ｃ０
ｖｄ（ｔ）＋２Ｄ

［１－ ｘ
ｄ（ｔ）

］２ （８）

　　　ｄ（ｔ）＝３ｖｔ２Ｒ＋
（３ｖｔ
２Ｒ
）２＋６Ｄｔ槡 Ｒ

（９）

对于三次幂函数，浓度剖面和边界层距离为：

　　　ｃ（ｘ，ｔ）＝
ｖｄ（ｔ）ｃ０
ｖｄ（ｔ）＋３Ｄ

［１－ ｘ
ｄ（ｔ）

］３ （１０）

　　　ｄ（ｔ）＝２ｖｔＲ ＋
（２ｖｔ
Ｒ
）２＋１２Ｄｔ槡 Ｒ

（１１）

为进一步比较描述土壤溶质浓度的边界层方法，

Ｗａｎｇ和 Ｈｏｒｔｏｎ在假定一定边界层距离条件的基础
上推求出了四次和五次幂函数的边界层解。对于四
次幂函数，浓度剖面和边界层距离为：

ｃ（ｘ，ｔ）＝ ｖｄ（ｔ）ｃ０
３ｖｄ（ｔ）＋８Ｄ

［３＋ ｘ
ｄ（ｔ）

］［１－ ｘ
ｄ（ｔ）

］３ （１２）

ｄ（ｔ）＝１５ｖｔ８Ｒ ＋
（１５ｖｔ
８Ｒ
）２＋１０Ｄｔ槡 ｒ

（１３）

对于五次幂函数，浓度剖面和边界层距离为

　ｃ（ｘ，ｔ）＝
ｖｄ（ｔ）ｃ０

３ｖｄ（ｔ）＋１０Ｄ
［３＋２ｘｄ（ｔ）

］［１－ ｘ
ｄ（ｔ）

］４

（１４）

　ｄ（ｔ）＝９ｖｔ４Ｒ＋
（９ｖｔ
４Ｒ
）２＋１５Ｄｔ槡 Ｒ

（１５）

基于Ｓｈａｏ等与 Ｗａｎｇ和 Ｈｏｒｔｏｎ的思想，假定
土壤溶质迁移的浓度剖面为指数函数，得到了描述溶
质浓度分布的指数函数模型。
假定土壤溶质浓度分布可以用指数函数表示：

ｃ（ｘ，ｔ）＝ａ１（ｔ）ｘｅｘｐ［－ａ２（ｔ）ｘ］＋ａ３（ｔ）（１６）
在边界层处，土壤溶质浓度应符合下列条件：

ｃ［ｄ（ｔ），ｔ］＝ｃ
［ｄ（ｔ），ｔ］
ｘ ＝０ （１７）

根据方程（３）和式（１７）可得方程（１６）的系数：

　　　ａ１＝
ｖｃ０ｅｘｐ（１）

Ｄｅｘｐ（１）＋ｖｄ（ｔ）
，ａ２＝ １

ｄ（ｔ）
，

　　　ａ３＝
ｖｃ０ｄ（ｔ）

Ｄｅｘｐ（１）＋ｖｄ（ｔ）
（１８）

将式（１８）代入方程（１６）即得ｎ次幂函数的土壤
溶质浓度剖面：

ｃ（ｘ，ｔ）＝ ｖｄ（ｔ）ｃ０
Ｄｅｘｐ（１）＋ｖｄ（ｔ）

｛１－ ｘ
ｄ（ｔ）

［ｅｘｐ（１）］１－
ｘ
ｄ（ｔ）｝

（１９）
方程（１９）当０≤ｘ＜ｄ（ｔ）时成立，当ｘ≥ｄ（ｔ）时设

ｃ（ｘ，ｔ）＝０。
结合方程（１９）和（７）可得ｎ次幂函数的土壤溶质

边界层距离：

　ｄ（ｔ）＝ ｖｔ
２［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ＋

　 （ ｖｔ
２［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ

）２＋ ｅｘｐ（１）Ｄｔ
［３－ｅｘｐ（１）］槡 Ｒ

（２０）

对流—弥散方程（１）的精确解［１０］为

　ｃ
（ｘ，ｔ）
ｃ０ ＝１２ｅｒｆｃ

［Ｒｘ－ｖｔ
２（ＤＲｔ）０．５

］＋（ｖ
２ｔ

πＤＲ
）０．５

　ｅｘｐ［－
（Ｒｘ－ｖｔ）２
４ＤＲｔ

］－ｆ（ｘ，ｔ） （２１）

ｆ（ｘ，ｔ）＝１２
（１＋ｖｘＤ ＋

ｖ２ｔ
ＤＲ
）ｅｘｐ（ｖｘＤ

）ｅｒｆｃ［Ｒｘ＋ｖｔ２（ＤＲｔ）０．５
］

式（１９）是对流—弥散方程（１）的一种广义近似
解，相比较边界层解（１９）比精确解（２１）表示简单，应
用方便。

２　结果与分析

２．１　各参数对边界层距离随时间变化的影响
由式（２０）可见边界层距离是时间的增函数，但边

界层距离随时间的增加受各参数的影响。

２．１．１　Ｒ对边界层距离随时间变化的影响　对于给
定的水流速度（ｖ）和弥散系数（Ｄ），随着延迟因子的
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增加，溶质锋面运动曲线下移，边界层距离减小（图

１）。说明Ｒ的增加降低了溶质迁移的速度。

２．１．２　Ｄ对边界层距离随时间变化的影响　对于较
小的孔隙水流速度（ｖ），当弥散系数（Ｄ）较小时边界层
距离随时间缓慢增加，而当弥散系数（Ｄ）较大时边界
层距离随时间增加比较快。这说明对较小的孔隙水流
速度，弥散系数（Ｄ）对边界层距离影响最大（图２ａ）。
对较大的孔隙水流速度（ｖ），弥散系数（Ｄ）对边界层距
离影响不太大（图２ｂ和２ｃ）。取ｖ＝０．２时Ｄ＝０．１、

Ｄ＝０．０１和Ｄ＝０．００１３条线几乎重合，这时边界层

距离主要由孔隙水流速度（ｖ）影响着（图２ｂ—２ｃ）。

图１　Ｒ对边界层位置的影响
ｖ＝０．０１ｃｍ／ｍｉｎ，Ｄ＝１０ｃｍ２／ｍｉｎ

图２　Ｄ对边界层位置的影响
ａ：ｖ＝０．０１ｃｍ／ｍｉｎ，Ｒ＝１；ｂ：ｖ＝０．２ｃｍ／ｍｉｎ，Ｒ＝１；ｃ：ｖ＝０．２ｃｍ／ｍｉｎ，Ｒ＝２

　　因为边界层距离也是关于弥散系数（Ｄ）增函数，
而且有：

　　ｌｉｍ
Ｄ→０
ｄ（ｔ）＝ｌｉｍ

Ｄ→０
｛ ｖｔ
２［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ＋

　　 （ ｖｔ
２［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ

）２＋ ｅｘｐ（１）Ｄｔ
［３－ｅｘｐ（１）］槡 Ｒ

｝

　　＝ ｖｔ
［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ

（２２）

所以对于给定的孔隙水流速度（ｖ），无论是惰性
非吸附性溶质（Ｒ＝１）还是吸附性溶质（Ｒ≠１），随着
弥散系数（Ｄ）的减小，溶质锋面运动曲线逐渐下移，并

越来越趋近于直线，ｄ（ｔ）＝ ｖｔ
［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ

（图２）。

２．１．３　ｖ对边界层距离随时间变化的影响　对较小
的弥散系数（Ｄ），当孔隙水流速度（ｖ）较小时边界层距
离随时间缓慢增加，而当孔隙水流速度（ｖ）较大时边界
层距离随时间增加比较快。这说明对较小弥散系数
（Ｄ），孔隙水流速度（ｖ）对边界层距离影响最大，如图

３ａ。对较大的弥散系数（Ｄ），孔隙水流速度（ｖ）对边界
层距离影响不大（如图３ｂ—３ｃ）。取Ｄ＝２时ｖ＝０．０１、

ｖ＝０．００５和ｖ＝０．００１三条线几乎重合，这时边界层
距离主要由弥散系数（Ｄ）影响着。
因为边界层距离也是关于孔隙水流速度（ｖ）增函

数，而且有：

　　ｌｉｍ
ｖ→０
ｄ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｖ→０
｛ ｖｔ
２［３－ｅｘｐ）（１）］Ｒ＋

　 ｛ ｖｔ
２［３－ｅｘｐ（１）］Ｒ

｝２＋ ｅｘｐ（１）Ｄｔ
［３－ｅｘｐ（１）］槡 Ｒ

　　＝ ｅｘｐ（１）Ｄ
［３－ｅｘｐ（１）］Ｒｔ

０．５ （２３）

所以对给定的弥散系数（Ｄ），无论是惰性非吸附
性溶质（Ｒ＝１）还是吸附性溶质（Ｒ≠１），随孔隙水流
速度（ｖ）的减小，溶质锋面运动曲线逐渐下移，并越来

越趋近于抛物线ｄ（ｔ）＝ ｅｘｐ（１）Ｄ
［３－ｅｘｐ（１）］Ｒｔ

０．５（图３）。

２．１．４　弥散度（Ｄ／ｖ）对边界层距离随时间变化的影
响　实验室土壤柱弥散度（ａ＝Ｄ／ｖ）为０．５～２ｃｍ；田
间土壤弥散度为５～２０ｃｍ；而对于区域地下水弥散度
可能达到很大的值。刘春平和邵明安［１１］的研究表明，
对于一个给定的孔隙水流速度ｖ＝０．００３ｃｍ／ｍｉｎ，锋
面深度随弥散度的增加而增加，弥散度在１０～４０ｃｍ
比在０．５～１０ｃｍ范围溶质锋面深度增加要快；对给
定的弥散系数Ｄ＝０．０３ｃｍ２／ｍｉｎ，当弥散度从０．５ｃｍ
到１０ｃｍ增加时，锋面深度有一个小的增加，当弥散
度从１０ｃｍ到４０ｃｍ，锋面深度增加更快。这意味着
当ｖ达到一个较大值时，对锋面运动有一个较大的影
响。实际上，对于一个给定的孔隙水流速度，锋面深
度随弥散度的增加而增加（图４）；对于一个给定的弥
散系数，锋面深度随弥散度的增加而减小（图４）。由
图４可知，无论是惰性非吸附性溶质（Ｒ＝１）还是吸附
性溶质（Ｒ≠１），弥散度对边界层距离的影响没有一定
规律。
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图３　ｖ对边界层位置的影响
ａ：Ｄ＝０．０１ｃｍ２／ｍｉｎ，Ｒ＝１；ｂ：Ｄ＝０．２ｃｍ２／ｍｉｎ，Ｒ＝１；ｃ：Ｄ＝０．２ｃｍ２／ｍｉｎ，Ｒ＝２

图４　ａ对边界层位置的影响（ａ）Ｒ＝１；（ｂ）Ｒ＝２

２．２　边界层解与精确解比较
边界层解只是一个近似解，下面我们将其与精确

解作一比较。Ｓｈａｏ等比较了二、三次边界层解与精
确解，认为边界层解和精确解相近。Ｗａｎｇ等分析了
三、四、五次边界层解与精确解，认为它们大多情况下
也与精确解相近，有些情况下五次边界层解比其他较
好。他们在短距离处并且只在某一时刻作了比较分
析。在较大尺度且在多时刻对边界层解与精确解作
分析比较发现，对较小的孔隙水流速度，时间较短时
三、五次和指数型边界层解与精确解都很相近，指数

模型要好于其它，但随着时间的增加误差越来越大，
误差的变化和延迟因子及弥散系数的变化又有很大

关系（图５ａ—ｃ）。从图５ｄ—ｆ可见，对较大孔隙水流
速度，边界层解与精确解误差与弥散系数有很大关
系。弥散系数越小边界层解与精确解误差越大，这时
二次边界层解要好于其它（图５ｄ—ｆ）；而弥散系数越
大边界层解与精确解误差越大小，特别是在小时间
段，三、五次和指数模型边界层解要好于其它（图５ｅ）。
相同条件下，用边界层方法对吸附性溶质的浓度模拟
要比非吸附型溶质要好（图５ｃ—ｆ）。

图５　边界层解与精确解比较
ａ：Ｒ＝１，Ｄ＝１ｃｍ２／ｍｉｎ，ｖ＝０．００５ｃｍ／ｍｉｎ；ｂ：Ｒ＝１，Ｄ＝１０ｃｍ２／ｍｉｎ，ｖ＝０．０１ｃｍ／ｍｉｎ；ｃ：Ｒ＝１．５，Ｄ＝１ｃｍ２／ｍｉｎ，ｖ＝０．００５ｃｍ／ｍｉｎ；ｄ：Ｒ＝１，Ｄ＝

１ｃｍ２／ｍｉｎ，ｖ＝０．０５ｃｍ／ｍｉｎ；ｅ：Ｒ＝１，Ｄ＝１０ｃｍ２／ｍｉｎ，ｖ＝０．０５ｃｍ／ｍｉｎ；ｆ：Ｒ＝１．５，Ｄ＝１ｃｍ２／ｍｉｎ，ｖ＝０．０５ｃｍ／ｍｉｎ
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　　对边界层与精确解的误差作分析，对较小孔隙水
流速度，在长距离处，五次边界层与精确解的误差比
其他小；而在短距离处，指数型边界层几乎比其他都
要小。对较大孔隙水流速度，边界层解与精确解受各
因素影响较大，它们之间的误差变化较大，没有规律。

２．３　参数的确定
边界层距离是时间、迁移参数的简单初等函数，

因此容易通过边界层运动随时间变化估计溶质迁移

参数。溶质锋面是一个迁移物质在迁移过程中从无
到有的界面，而时域反射仪（ＴＤＲ）则是一种新的用于
溶质迁移研究的设备。溶质锋面未达到一定深度探
测点前，ＴＤＲ探针所探测到的浓度值恒定不变，当浓
度值发生变化时，就认为此时为溶质锋面迁移到此探
测点的时间。根据不同探测点深度ｄ（ｔ）以及相应的
时间ｔ，结合方程（２０），经过数据处理，得到用边界层
确定的运移参数弥散系数和延迟因子。综上，边界层
解只是一个近似解，虽然表述、计算简单，但也受各因
素影响。特别是当孔隙水流速度越大、弥散系数越小
边界层解与精确解误差越大。因此运用边界层方法
推求相关参数时，应取较小的孔隙水流速度、短历时。

３　结 论

边界层解是ＣＤＥ方程的一个简单近似解，通过
边界层距离随时间变化可以估计溶质迁移参数。本
文将描述土壤溶质迁移的边界层理论推广到一般，得
到了描述溶质浓度分布的指数函数模型。从边界层
方法在各种参数组合不同时段内的土壤溶质分布模

拟来看，在较短历时具有较高的精度，对孔隙水流速
度大、弥散系数小的情况模拟的误差大。研究表明指
数函数模型应选取较小的孔隙水流速度、短历时推求
溶质迁移参数。
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