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非统计理论在灰色建模中的应用
3
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摘　要 :为了解决灰色建模过程中利用残差模型来修正原灰色模型的繁琐工作 ,提出利用稳健估计理论对灰色建

模的数据序列进行分析、筛选 ,找出数据列中存在的不确定信息 ,并达到直接建立灰色模型的目的。针对数据中存

在不确定信息的实际情况 ,利用非统计理论对所研究的数据序列进行分析 ,对不确定信息中是否含有误差有一个

确切的结论 ,进而找到一个比较方便而准确的建立灰色模型的方法。
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Abstract :To solve the redundant work about using deformed model to modify grey model during building grey model. Robust es2
timation theory is used for finding the uncertainty information f rom data column of the grey theory by analyzing and filtering it .

Due to the dataπs uncertainty information ,a specific result that whether the information exist s error or not is obtained by using

Non2statistical Theory ,and a method is found to build grey model conveniently and correctly.
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　　灰色系统理论广泛存在于自然界、人类社会等领域 ,其

主要特点是相对于传统的随机数理统计理论 ,对样本量及其

分布没有严格的要求 ,并且运算简洁方便。灰色系统理论从

1982年由邓聚龙创立到现在 [1 ] ,获得了飞速的发展 ,已渗透

到自然科学和社会科学的许多领域 ,不仅成功用于工程控

制、社会经济和生态系统等 ,而且在一些复杂多变的系统如

气象、水利等方面取得显著的成绩 ,在系统分析与建模、预测

与决策和灰色控制等方面为人们提供了有效的工具。

灰色模型以 GM(1 ,1) [225 ]模型为主 ,在建模的过程中 ,主

要是应用最小二乘估计 ,也就是在计算时遵循残差平方和最

小的原则。由于最小二乘估计具有不能抵抗粗差 ,只是具有

均衡误差的作用。因此 ,利用最小二乘估计进行灰色建模时 ,

当建模的精度低时就要利用残差模型对原建模模型进行修

正。也就是对于少数据建模的灰色理论 ,有些时候利用最小

二乘估计必然会导致建模数据的一次性利用率低的问题。

针对上述问题提出了利用稳健估计理论 ,直接进行灰色

建模。在利用稳健估计进行建模的过程中 ,建模的精度完全

满足建模要求。但是 ,在利用稳健估计进行建模时 ,对于利

用率低的数据 ,即在文中提到的不确定信息 ,它是否是粗差 ,

是否在建模时进行必要的处理。本文也正是从这一点出发 ,

利用非统计理论 (以灰色系统理论、模糊集合理论、信息熵理

论、贝叶斯理论、范数理论和神经网络理论等为基础)对该数

据列进行分析 ,达到精确建立灰色模型的目的。

1　数据来源
本文的数据采用刘思峰等编写的《灰色系统理论及其应

用》中 115页例 6. 4. 1 [6 ]。原题如下 :

例 6. 4. 1湖北省云楚县的油菜发病率数据为

X (0) = ( X (0) ( 1) , X (0) ( 2) , X (0) (3) , X (0) ( 4) , X (0) ( 5) ,

X (0) (6) , X (0) ( 7) , X (0) ( 8) , X (0) ( 9) , X (0) ( 10) , X (0) ( 11) ,

X (0) (12) , X (0) (13) ) = (6 , 20 , 40 , 25 , 40 , 45 , 35 , 21 , 14 , 18 ,

15. 5 ,17 ,15)

建立 GM (1 ,1)模型 ,得时间响应式为

x̂ (1) ( k + 1) = - 567. 999e - 0. 06186k + 573. 999

表 1　误差检验

序号
原始数据

x (0) ( k)

模拟值

x̂ (0) ( k)

残差

ε( k) =

x (0) ( k) -

x̂ (0) ( k)

相对误差/ %

Δk =
|ε( k) |
x (0) ( k)

2 20 35. 6704 - 15. 6704 78. 4
3 40 33. 4303 6. 5697 16. 4

4 25 31. 3308 - 6. 3308 25. 3
5 40 29. 3682 10. 6318 26. 6
6 45 27. 5192 17. 4808 38. 9

7 35 25. 7901 9. 2099 26. 3
8 21 24. 1719 - 3. 1719 15. 1
9 14 22. 6543 - 8. 6543 61. 8

10 18 21. 2307 - 3. 2307 17. 9

11 15. 5 19. 8974 - 4. 3974 28. 4
12 17 18. 6478 - 1. 6478 9. 7
13 15 17. 4768 - 2. 4768 16. 5

　　作累减还原得 :

X̂ (0) = { x̂ (1) ( k) 13
2 } = ( 35 . 6704 , 33. 4303 , 31. 3308 ,

29. 3682 , 27 . 5192 , 25. 7900 , 24. 1719 , 22. 6534 , 21. 2307 ,
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19. 8974 ,18. 6478 ,17. 4768)

如表 1所示 ,由于模拟误差较大 ,因而建立残差模型进

行修正。对于此模型 ,对 k = 10 , 11 , 12 , 13 等 4 个数据进行

修正。修正后的精度如下表 :

表 2　修正后的误差检验

序号 原始数据 模拟值 残差 相对误差/ %

10 18 17. 1858 0. 8142 4. 5

11 15. 5 16. 4799 - 0. 9799 6. 3

12 17 15. 7604 1. 2396 7. 3

13 15 15. 0372 - 0. 0372 0. 2

2　利用稳健估计进行数据分析

2. 1　稳健估计建模

　　利用 SPSS软件得到如下结果 [7211 ] (表 3)。

表 3　全信息迭代结果

迭代次数 残差
参数

a b

0. 1 2471. 250 1. 000 1. 000

1. 1 187. 839 - 0. 081 1. 006

2. 1 179. 102 - 0. 064 1. 294

3. 1 110. 524 0. 062 28. 840

4. 1 84. 094 0. 101 42. 761

5. 1 79. 914 0. 099 43. 915

6. 1 79. 605 0. 078 38. 572

7. 1 79. 605 0. 078 38. 572

8. 1 79. 605 0. 078 38. 572

9. 1 79. 605 0. 078 38. 572

　　从表 3可看出 ,共迭代了 9次 ,迭代终止。残差的绝对

值为 79. 605。建立 GM (1 ,1)模型 ,得时间响应式为

x̂ (1) ( k + 1) = - 488. 5128e - 0. 078k + 494. 5128

表 4　全信息的稳健估计建模精度

序号 原始数据 模拟值 残差 相对误差/ %

2 20 36. 6558 - 16. 6558 83. 3

3 40 33. 9053 6. 0947 15. 2

4 25 31. 3652 - 6. 3612 25. 4

5 40 29. 0080 10. 9920 27. 5

6 45 26. 8314 18. 1686 40. 4

7 35 24. 8181 10. 1819 29. 1

8 21 22. 9558 - 1. 9558 9. 3

9 14 21. 2333 - 7. 2333 51. 7

10 18 19. 6401 - 1. 6401 9. 1

11 15. 5 18. 1664 - 2. 6664 17. 2

12 17 16. 8032 0. 1968 1. 1

13 15 15. 5424 - 0. 5424 3. 6

　　将稳健估计建模的精度 (表 4)与原例题中的建模精度

(表 1)进行比较 ,可以看出。在利用稳健估计进行迭代后 ,

绝大部分数据模拟精度提高。从表 4可以看到前面的几个

数据与后面的存在明显差异 ,拟和误差偏大 ,是否前面几个

数据存在系统误差 ,是对该数据列产生的第一个疑点。另

外 ,对于 2号数据 ,它拟和的精度非常低 ,个别的数据也有类

似问题 ,是否数据中含有粗差 ,是对该数据列产生的第 2个

疑点。本文也正是从这两个疑点出发 ,利用非统计理论对数

据进行分析 ,以便得到确切的结论。

3　利用非统计理论进行分析

3. 1　检验数据是否含有系统误差

　　设数据序列

X i = { x i ( k) | k = 1 ,2 , ⋯, n} , i = 1 ,2 , ⋯, s和

X j = { x j ( k) | k = 1 ,2 , ⋯, n} , j = 1 ,2 , ⋯, p

研究 X i 和 X j 之间的系统误差。

取 X i 序列的第一个元素 X i (1) ,建立参考序列

X0 = { x0 ( k) | k = 1 ,2 , ⋯, n}

式中 : x0 ( k) = x i

根据灰色关联系数的定义得 :

γ( x0 ( k) , x j ( k) ) =
Δmin +ξΔmax

Δij +ξΔmax

式中 :ξ———分辨系数 ,ξΔ∈(0 ,1)。

Δij =Δij ( k) = | x0 ( k) - x j ( k) |

Δmin = min
j

min
k
ΔijΔmax = max

j
max

k
Δij

灰色关联度为

γj =γ( x0 , x j ) =
1
n
∑
n

k = 1
γ( x0 ( k) , x j ( k) ) , j = 1 ,2 , ⋯, p

定义灰色关联度的绝对差为

dij = |γ( x0 , x i ) -γ( x0 , x j ) |

式中 :γ( x0 , x i ) ———X i 对 X 0 的灰色关联度 ;γ( x0 , x j ) ———

X j 对 X 0 的灰色关联度。

系统误差的显著性诊断原理为

(1)若 d ij越大 ,则 X i 与 X j 之间的系统误差越显著。

(2)若 d ij越小 ,则 X i 与 X j 之间的系统误差越不显著。

将数据 (6 ,20 ,40 ,25 ,40 ,45 ,35 ,21 ,14 ,18 ,15. 5 ,17 ,15)

分成 2组 ,前 7个 (6 ,20 ,40 ,25 ,40 ,45 ,35) 1组 ,后 6个 (21 ,

14 ,18 ,15. 5 ,17 ,15) 1组。并取第 1个数据列的第 1个数据

构成参考序列 ,即 :

x0 ( K) = x1 (1) = 6

求差序列为Δi ( k) = | x i ( k) - x0 ( k) |

从上述差序列中求出两级最大、最小差值 ,即

max
j

max
k
Δi ( k) = 39　min

j
min

k
Δi ( k) = 0

取分辨系数为 0. 5 ,计算关联系数为

γ1 = (1 ,0 . 582 ,0. 364 ,0. 506 ,0. 364 ,0 . 333 ,0 . 402)

γ2 = (0. 565 ,0. 709 ,0. 619 ,0 . 672 ,0 . 709 ,0. 684)

d12 = | 0. 66 - 0. 507| = 0. 153

因为关联系数很小 ,可以说两组数据间没有系统误差。

图 1　粗大误差的灰色判别原理

3. 2　检验数据是否含有粗差

图 1中横坐标 k是测量次数 ,纵坐标 Y 是累加测量值 ,

直线 1是理想真值的一次累加生成曲线 ,曲线 2是实际测量

值的一次累加生成曲线 ,Δ( k)是直线 1与曲线 2的差值。
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测量值累加曲线可以用一根折线来包络 ,由于测量次数

的中值最有可能是最大距离Δmax ,将测量次数的中值 p作为

包络折线的转折点。考虑到测量次数的随机变化 ,将最大距

Δmax离乘以 h。过测量次数为 p的测点 ,将其距离值向下延

伸到 hΔmax得到图中的 A 点 ,连接点 A、原点 O和测量终点

B ,组成一条折线 ,如图中的折线 3 ,折线 3 和参考直线 1 所

围成的区域 ,构成了测量累加曲线的上下区间。如果有超出

该范围的测量值 ,即认为是粗差 ,应予剔除。

灰色判断准则是 ,设有 n个从小到大排序的测量数据

X (0) = ( x (0) (1) , x (0) (2) , ⋯, x (0) ( n) )

累加测量序列为 ( y2 (1) , y2 (2) , ⋯, y2 ( n) )

设第 p个测点为折线的转折点 ,取

P =
n/ 2 , n为偶数

( n + 1) / 2 , n为奇数

累加曲线的上界为参考直线 1 ,方程为

y1 ( k) =
y1 ( n)

n
k = �x k , k = 1 ,2 , ⋯, n

式中 : �x ———测量数据的均值。
折线 3的方程为

y3 ( k) =

�x k - h
Δmax

p
k ,1≤k≤p

�x k - h
Δmax

n - p
( n - k) , p≤k≤n

对于常数 h习惯取 3. 75 ,若满足

y3 ( k) ≤y2 ( k) ≤y1 ( k)

则认为第 k个数据不含有粗差。又因为 y2 ( k) ≤y1 ( k)总是

满足 ,故判断规则可以简化为 : y2 ( k) < y3 ( k)成立 ,就认为第

k个数据含有粗差。

通常一次只能判断一个数据 ,先怀疑两端的数据 ,若为

粗差 ,需要将此数据剔除后 ,用余下的数据重新计算。就这

样重复进行计算 ,直到把所有数据都检验完为止。

将数据 (6 ,20 ,40 ,25 ,40 ,45 ,35 ,21 ,14 ,18 ,15. 5 ,17 ,15)

以从小到大的顺序排列为 (6 ,14 ,15 ,15. 5 ,17 ,18 ,20 ,21 ,25 ,

35 ,40 ,40 ,45) ,为便于计算 ,把数据的参考曲线定为直线。

对上述数据有 , p = 7 , �x = 23. 962 ,Δmax = 39。首先判断

第一个数据 y2 (1) = 6 ; y3 (1) = 23 . 962 - 3. 75×39/ 7 = 3 . 069

因为 y2 (1) > y3 (1) ,所以该数据不含有粗差。用类似

方法 ,逐个检验 ,最后判断该数据列都不含有粗差。

3. 3　对建模数据的整体分析

经过对数据系统误差和粗差的检验 ,我们已经对原来定

义的不确定信息有了新的认识。由于数据大小而致使建模

的拟和误差的大小并不能代表数据本身的精度 ,对于建模中

的数据 ,既不要忽视数据的质量 ,同时也要注意充分地利用

数据信息反映事物的本来性质。

为了能利用数据的信息 ,又要反映出事物的规律 ,采取

灰色理论中的新陈代谢原理 ,尽量利用新的信息源 ,建立灰

色模型。在提高建模精度的前提下 ,仍采用稳健估计来替代

最小二乘估计。利用数据的后 6 个数据建立 GM (1 ,1)模

型 ,得时间响应式为

x̂ (1) ( k + 1) = - 339. 377e - 0. 061k + 374. 377

从表 5中可以看出 ,除 2号数据的精度相对低外 ,其他

均满足灰色建模的要求。2号的精度低 ,也反映出 2号数据

的贡献率较低。尽管有 2号数据的影响 ,但对建模的整体数

据而言没有太大影响 ,这也正体现了稳健估计的特点。

表 5　部分信息稳健估计建模精度

序号 原始数据 模拟值 残差 相对误差/ %

1 21 20. 0832 0. 9168 4. 4

2 14 18. 8948 - 4. 8948 35. 0

3 18 17. 7766 0. 2234 1. 2

4 15. 5 16. 7247 - 1. 2247 7. 9

5 17 15. 7350 1. 2650 7. 4

6 15 14. 8038 0. 1962 1. 3

4　结论和展望

(1)利用非统计理论对数据进行分析 ,对数据存在的不

确定信息有了更进一步的认识。对数据的研究并没有结束 ,

还需要更深入地加以研究。

(2)利用稳健估计理论与灰色新陈代谢原理相结合建立

灰色模型 ,是一个较好的模式。既利用了数据信息 ,又考虑

了数据对建模精度的影响。

(3)对于建模过程中出现的某些数据拟合精度较低的问

题 ,是一个非常实际的问题。首先要看到问题存在的客观性 ,

在确定了数据真实性的基础上 ,应该认识到该数据的重要性 ,

这也是在解决问题中不断去发现问题的过程。只有正确对待

和充分加以重视的前提下 ,才会尊重数据的客观事实。
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